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RESUMEN

El objetivo de este estudio espresentar, enlineasgenerales, €l estado actual de conocimientosrespecto
alas técnicas de tratamiento de los datos posicion - tiempo que se utilizan enlainvestigacion en e campo dela
Biomecénica para describir, analizar y evaluar e movimiento humano. La evolucion de estas técnicas ha
permitido disponer de informacién cada vez mas fiable respecto ala cinemética de |os marcadores anatomicos
deinterés de cuya calidad dependen mucho lasinferencias posteriores que se hacen respecto alaeficaciadelos
patrones motores que se estudian. Unade |as principal es aportaciones de este trabajo es establecer criterios que
permiten seleccionar objetivamente entre |as diferentes técnicas de "gjuste” de los datos posicion - tiempo para
mejorar larelacion "sefid - ruido" y calcular su primeray la segunda derivada con mayor precision.
Palabras clave : Tratamiento de sefiales, funciones spline, filtrado digital, andlisis Fourier, andlisis cinemético.

ABSTRACT

Measurements made using an image - based motion analysis system are contaminated with noise
generated during the recording and digitizing procedures. So the sampled signal can be considered as the sum of
a quantity of true information associated to the physical phenomenon that is taking place and a quantity of
information, that is nothing to do with this, representing the systematic and random noise induced by lens
distortion, erroneousmarker placement, calibration errors, skinand marker movements, digitizingerrors, digitizer
resolution, etc. Due to the nature of numerical differentiation, unless the random noise is reduced it may be
amplified to such an order that the estimated derivative values may contain more error than signal. The main
purpose of thisstudy istheintroduction of the reader to the most important techniquesto treat de position - time
datain order to reduce the noise and differentiate the displacement data. Besides, objective criteria are defined
to select the most efficient fit data technique in Biomechanics.
Key words : data processing, curve fitting, Splines, digital filtering, Fourier Series, Kinematics
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INTRODUCCION

Durante todo proceso de medida de un fenébmeno fisico, se utilizan
transductores que proporcionan sefiales que al ser tratadas adecuadamente permiten
extraer informacion respecto a mismo. El tratamiento o procesado digital de estas
sefidles consiste en obtener informacion a partir de sus valores muestreados
transformando asi las sefiales continuas en secuencias de valores discretos. Este
proceso puede conducir a una pérdida de informacion y/o a errores respecto del
tratamiento posterior delasefial muestreada. Por tanto, surgelanecesidad de” gjustar”
los valores discretos a curvas que representan con suficiente precision € fenémeno
fisico bajo estudio minimizando los errores contenidos en la medida.

En e campo de la Biomecanica del movimiento humano es muy frecuente
obtener, a partir de las coordenadastridimensional es de | os puntos objeto que definen
el sujeto en estudio, las velocidades y aceleraciones, lineales y angulares, de los
segmentos corporales, recurriendo a técnicas de fotogrametria cine o video u otras
técnicasindirectasdeanalisiscinemético. Asi surgelanecesidad deevaluar laprimera
y segunda derivadatemporal delasfunciones posicion - tiempo utilizando técnicas de
“gjuste” delosdatosal saber quelas medidas respecto alas coordenadas espacialesde
los marcadores anatdbmicos contienen errores sistematicos y aleatorios que se
reconocen como "ruido blanco".

Por otro lado €l calculo de las derivadas temporales de los datos posicion -
tiempollevaimplicito el problemadelaamplificaciondel ruido (“ill - posed problem”)
en las mismas, de modo que si |a sefia temporal registrada x(t) representa una suma
darmonicos senoidales, o sea, X(t) =g A*sen(w; +j ), losque corresponden a
los errores aleatorios son de arnplitudI r$1uy pequefia y de frecuencia alta. Por tanto,
aungue la amplitud de cada uno de los arménicos de x(t) (sefiadl més ruido) se define
por {Aj}, la amplitud de cada uno de los arménicos de la sefial temporal que
corresponde alaprimeray la segunda derivada x'(t) y x"(t) seran {w;j = Aj} y {w;? «
Aj} respectivamente. Asi pues, cuanto mayor esel contenido en frecuenciade la sefial
x(t), mas seamplificaran, en los espectros de las magnitudes derivadas, |0s armonicos
que corresponden alos errores delamedida (amplificacion ddl ruido) y s no semejora
larelacion “sefia/ ruido”, las derivadas pueden contener més error que sefia (Fig. 1).

Desde hace tres décadas, los cientificos que trabajan en € campo de la
Biomecanica han concentrado su atencion en €l problemade lareduccion del "ruido”
y lamejorade larelacion “sefial/ruido” que pasa por :
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Figura 1. Ejemplo de espectro de una sefial temporal “contaminada’ con "ruido" (linea
continua) y sus primera (----) segunda (.....) y tercera derivada (_._._.). (Adaptado de
Woltring, 1993).

Seleccionar adecuadamente la frecuencia de muestreo (f) que tiene que ser
suficientemente elevada para asegurarse de que la sefial registradatiene componentes
en frecuenciafueradel ancho de bandaque definelafrecuenciade Nyquist y poder ser
reconstruida con precision a partir de sus valores discretos. El teorema de muestreo
establece que, “una sefial temporal registrada, limitada en banda, puede ser
reconstruida a partir de susvalores discretos si |a frecuencia de muestreo ha sido al
menos dos veces superior a la frecuencia mas alta contenida en el espectro de la
sefial” , es decir Dt £ 1/2f.,, 0 1/Dt 3 2f ., donde fy, = 1/2Dt es la frecuencia de
Nyquist. Se ha establecido la siguiente rel acion entre laminimavarianza (s% ;) dela
derivada (k), lafrecuencia limite superior del espectro de la sefial registrada (Ws), la
varianza (error) de los datos de posicién (szf) gue estan “contaminados’ con “ruido
blanco” y lafrecuencia de muestreo (1/T):

2.2 _SPrTRWET _ Simin*P(2K +1)
Sk ° Skmin T ) Trax = W (Lanshammar, 1982).

Como se observa, € “ruido” introducido en los valores de la velocidad y de
la aceleracién se amplificay, para contrarrestar estaamplificacién del "ruido” en las
magnitudes derivadas, las sefiales temporales que corresponden a posiciones de los
marcadores se tienen que muestrear a unafrecuencia superior dela establecida por €l
teorema de muestreo.

Ladefinicion delaresolucién espacio - temporal (Q) que expresalarelacion
entre laraiz cuadrada de la frecuencia de muestreo (f) y la precision (P) del
sistema de fotogrametria que se utiliza. Este pardmetro se ha establecido
porque, como se puede observar, la ecuacion anterior contiene un término de

resolucion espacio - temporal (sfz*T) gue depende del sistemade mediday
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otro término (ng 1y p(2k +1)) que depende del patron de movimiento
registrado. Es decir:

1 * gy 2K+l
P 2% T *y 2k+1 Qz s
S

_ A 2 2

Q = 5 de modo que PS 3 P = b 2k + 1) = b Gk +1)
Como sepuedeapreciar paraobtener altosval ores paralaresol ucion espacio -
temporal (Q), lareduccién de los errores aleatorios del sistema (mayor precision) es

maés eficaz que €l incremento de la frecuencia de muestreo.

Lasdeccién dela técnicade” ajuste” delos datos posicion tiempo o seade
la sefial original registrada, bien ajustando los datos registrados a una funcién
determinada, obien “filtrando” losval oresdiscretos, queexigeel conocimiento previo
de las caracteristicas de estas técnicas que se presentan a continuacion.

1. Técnicas de “gjuste” de las coordenadas y calculo de las derivadas temporales.

Una vez reconstruidas las coordenadas espaciales de los marcadores se utilizan
técnicas de “ gjuste de los datos’ que permiten:

Megorar larelacion sefial - ruido “suavizando” los datos posicién - tiempo
registrados y eliminando parte de los errores aleatorios introducidos en las
medidas durante € proceso de la digitalizacion que afectan de manera
importante a la precision de las magnitudes derivadas

Encontrar laexpresion anal iticadel asfuncionesposicion - tiempo facilitando
€l calculo de magnitudes derivadas respecto al tiempo

Conocer |as coordenadas de todos |os marcadores en € mismo instante del
tiempo (interpolacion)

A continuacion se presentan detalladamente las bases tedricas, las ventajas
e inconvenientes de las técnicas de tratamiento de los datos posicidn - tiempo que se
han utilizado hasta ahora asi como los criterios de seleccion de una determinada
técnicade “gjuste” en & campo de la biomecanica.

1.1. Técnicasbasadas en diferenciasfinitas de primer y segundo orden (Pezzack et al .,
1977).

Aunguehoy en diano seutilizan lastécnicas basadas en diferenciasfinitas han servido
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para cacular la velocidad de los marcadores anatémicos. Se conoce que la derivada
f'(t) de unafunciony = f(t; en un punto (tj) se define como:

' flt +h) - f(t;
& —fttti) =limpg ( ' ( ') y expresala pendiente delatangente ala curvade

&
lafuncion en e punto (f(tj).tj) y paraintervalos de tiempo finitos
dy .oy f(t+h) -t -1 d?y oy flti+h) - 2A{t)+f(t - B
a-f‘ﬁi)-—m Y =fa) = 2

donde (dy/dt) se conoce como primer cociente incremental finito o bien diferencia
finitadeprimer orden. Larelacion que existe entrelaprimeraderivaday ladiferencia
finitade primer orden de unafuncion viene dada por el teorema dela media, de modo

que, % :W =té) y :%' _f(ti+h)- th(;i)”(ti -h) =fah)

Con d fin de permitir aproximaciones andlogas para derivadas de orden superior, €
concepto de diferencias finitas se amplia ala diferencia finita de segundo orden.

1.2. Técnicas basadas en €l gjuste de los datos posicién - tiempo a polinomios por €l
método de minimos cuadrados y seguidamente derivar los polinomios (Gregor and
Kirkendall, 1978).

Este método trata de encontrar un polinomio de “gjuste” que se aproxime a los
datos registrados |o maximo posible. De todos los criterios que se pueden elegir para
verificar la condicién anterior, € mas comun es la aplicacién del principio de los
minimos cuadrados. Este principio encajalos (n) valores dados a un polinomio (P,
de grado (m), deforma que se cumplaque lasumade los cuadrados de las diferencias
entref(t;) y Py(tj) seaminima. Si definimos la diferenciaen el punto (t;) como {D, =
f(t) - Py(t))}, € principio de minimos cuadrados establece que los coeficientes { A}
(j =0,1,..,m) quesehan deelegir han de cumplir que ssaminimo el cuadrado del error
acumulado g - g [f(ti) ) pm(ti)]z . Demodo que, se puede encontrar un polinomio de grado

(1-7) que rep'r:éenta analiticamente la curva que mejor se gjusta a los datos. Los
coeficientes {A;} (j = 0,1,..,m) del polinomio de gjuste de grado (m) se obtienen al
resolver un sistema de ecuaciones lineales de orden (m+1) que procede de igualar a
cero las derivadas parciaes del error cuadrético acumulado (S) (dado que debe ser

minimo) respecto alos coeficientes {A;}, 0 sea, dS _,.
A
Una vez obtenida la expresion del polinomio de agjuste, sus derivadas
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temporales se calculan por diferenciacion analitica.

Cuando los valoresf(t;) no tienen el mismo orden de precision, € método de
minimos cuadrados se maodifica ligeramente, de forma que cada error cuadrético en
todoslos (tj) sedivide por un factor de peso{wj} antesdecalcular € error acumulado,

es decirs= a EWE de modo que, € peso { L/w;?} puede considerarse como una

medida del grado de precisién o importancia relativa de cada valor f(tj) en la
determinacion de los coeficientes del polinomio de minimos cuadrados Ppy(t;).

El cdlculo de los coeficientes del polinomio de guste se simplifica
notablemente cuando éste es combinacion lineal de un conjunto de polinomios
ortogonal es por lo tanto los polinomios ortogonal es presentan algunas ventajas sobre
el conjunto delospolinomios cuando se pretende aproximar unafuncion por el método
de minimos cuadrados.

1.3. Técnicas basadas en €l gjuste de los datos a funciones "spling" (Wood and
Jennings, 1979).

Con estastécnicas, €l gjustedelosdatos sehacea"trozos' en lugar deutilizar
un solo polinomio, de modo que, varios polinomios de grado pequefio (hasta siete) son
empalmados entre si de forma continua. La funcion resultante no presenta las
oscilaciones que presentan los polinomios de interpolacion de alto grado y lacurvade
gjuste tiene una suavidad que es coherente al tratarse de patrones cinematicos de los
movimientos humanos.

Mateméticamente, una funcién "spling" S(t) de grado (m) con nodos t;<
t,<...< t,, se define como aquella funcién que cumple las siguientes propiedades:

S(t) esta definida en cada subintervalo (4, tj,4), i = 1,.., n por algin
polinomio de grado a lo mas (m)

St) y sus derivadas de orden 1, 2....m -1 son funciones continuas en el
intervalo (ty, t,)

En €l caso de interpolacion de (n) puntos por (n - 1) “splines’ clbicos, se
utilizan polinomios de tercer grado para cada subintervalo que definen dos puntos
(datos) consecutivos. Un polinomio cubico tiene cuatro coeficientes, por lo tanto, se
precisa determinar (4n - 4) pardmetros. La continuidad de la funcién y de sus dos
primeras derivadas en los (n - 2) nodos no extremos proporciona 3 (n - 2) ecuaciones,
ademaés, la condicion deinterpolacion, seguin lacual € polinomio tiene que pasar por
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los puntos que definen los dos extremos del interval o, proporciona (n) ecuaciones mas
y las dos ecuaciones restantes que determinan el sistemade (4n - 4) ecuacionesson las
condiciones de contorno donde se asume que la segunda derivada en los extremos (t;
Y th) es cero. De modo, que para resolver el problema de la interpolacion de (n)
puntos/datos por medio de unafuncion f(t) sebuscalafunci pnn “spling” que propociona

la interpolacion més suave minimizando la expresion () f €t)]? , representa la
nergia t1

potencial delacurvaquea ser minimaimplicalas mejores propiedades de suavizado
paralainterpolacion de los valores de entrada.

20.00

15.00

D-ﬂ.ﬂﬂ

-oo o.20 a.40 O.se0 o.2e0 1 .00
TIEMPO (5EG.)

Figura2. Gréficadelaevolucion delasegundaderivada (aceleracion) dela
funcién posicion - tiempo, obtenida a través de funciones “spling” clbicos
( ) y quinticos (------ ), paraun salto vertical dondelafuerzade reaccion
se haregistrado con una plataformade fuerzasy representalos datos reales
(.......) . (Adaptado de Wood y Jennings, 1979).

En el caso de que los valoresf (t;) no sean equidistantes y contengan un cierto
error (conocido), dado por losfactores depeso {w;} (inversadelavarianza), se podra
emplear el método de Reinsch (1967, 1971), que proporciona una funcion "spline
natural” Sp(ti) degrado (2m - 1) paraagjustar (n) datos (posicion - tiempo) con nodos
en cada (t;).

El objetivo es encontrar una funcién spline natural Sp(ti) degrado (2m - 1)
gue haga
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t
minimalaexpresion dela”integral de suavidad® Q= C{)é"? plt )]zdt, bajolacondicién

dequed gjuste esté dentro deloslimitesdela"preci <N dela medida” , demodo que

é’l wilt(t)- s,(t)] €S con n gl \/%ES £n gh %% donde (S) es el "factor de

suavizado", es decir, un pardmetro que controla la intensidad del suavizado. Esta
funcion tiene (2m - 2) derivadas continuas, cuyo valor (de orden m hasta2m - 2) en
los extremos (t; y t,) es ceroy eslamas suave que se gjusta a los datos dentro de la
precision de la medida (Wold, 1974). Esta técnica de gjuste puede dar problemas en
el caso de que se disponga de pocos datos (<25) o cuando los intervalos de tiempo
entre muestray muestra sean muy diferentes.

Lasfunciones“ spling” clbicosparad gjustey suavizado delosdatosposicion
- tiempo se utilizan suponiendo, hecho que no essiempre realista, que la aceleracion
en los extremos es cero. Este problema se ha superado al recurrir a las funciones
“gpline” de quinto grado (Wood and Jennings, 1979), que sin lugar a dudas dan
mejores resultados en el tratamiento de los datos posicion - tiempo (Fig. 2).

Siguiendo la evolucion de las técnicas de suavizado de los datos posicion -
tiempo, hoy en dia, en & campo de la Biomecanica esta muy extendido €l uso de un
algoritmo muy potente (incluso para muestras no equidistantes), que se conoce como
“GCVSPL” delasiniciales de “ Generalised Cross Validation Spline” (Woltring,
1985; 1986).

Este algoritmo se basa en ladefinicién de un "spline natural” de grado (2m -
1) que se gjusta o interpola una secuencia de puntos/datos determinando la cantidad
de suavizado requerido (Craven and Wahba, 1979). De modo que, en un intervalo de
tiempo relativamente corto para realizar las operaciones necesarias, este algoritmo
permite que:

. El usuario defina por decision propia el parametro de suavizado (p) para
calcular el “spline”

. En @ caso de que no se disponga de un estimador respecto alos errores que
“contaminan” lamedida, calcular automaticamentelos valores dptimosdela
funcion deagjustedelosdatos segiin € criterio "Generalised Cross Validation

(GCV)*

. Cuando se conoce la varianza del error contenido en los datos posicion -
tiempo ylos pesos{wi} (lavarianzadel error para cada punto), lafuncion de
gjuste de los datos se calcula seguiin € criterio "Mean - Squared Prediction
Error (MSE)" (Craven and Wahba, 1979).
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El gjuste de una secuencia de puntos/datos, no necesariamente equidistantes,
auna curvadefinidapor polinomios (“B - splines’), exige determinar |os coeficientes
de los polinomios de gjuste en funcion de dos criterios contrapuestos.

Es decir, por un lado, se pretende minimizar el error de ajuste y, por otro
lado, se pretende conseguir una curva suave. Minimizar €l error de gjuste significa
una interpolacion de los datos aceptando que las medidas son correctas, hecho que
nunca ocurre. Asi pues, seimpone pasar la curva de gjuste a cierta distancia de los
datos/puntos aceptando quelamedidaesta afectada por "ruido blanco”, de media cero
y varianza (s°), de manera que se minimice la funcién objetivo (C,) compuesta por un
término que expresa el “error intrinseconde lamedida” y otro término que expresala
“suavidad de la curva de ajuste” : C,= é_ Wi{y - Sp(ti)}z +pfbsmp(t)|2dt- Donde (t) es

lavariable independiente (tiempo), (v;) Ie; la medida en el instante (i), S, (t;) € valor
gjustado en € instante (i) de la funcion spline (S,), (w;) & factor peso del error en el
instante (i), de modo que a mayor (w) menor eslaimportancia del error, (p) peso de
suavidad o factor de suavizado que regula la suavidad del spline. Parap =0 setrata
de unainterpolacion o seay; = Sy(t).

Lacurvade gjuste se encuentraminimizando lafuncion objetivo (C, ), donde
el sumatorio representa €l error de gjuste y la integral € grado de suavidad. En
definitiva, se debe decidir qué importancia relativa o peso se da ala suavidad frente
al error, yaque seglin el peso relativo, lasolucion esdiferente. Por Gltimo, el grado del
“gpline” esimportante, puesto que, es necesario definir las condiciones de contorno.
El grado (2m -1) implicaque en € instanteinicial y final, laderivada de orden (2m -
2) escero. Esto en €l caso delos“splines’ clbicosimplicaque la aceleracion es cero,
provocando errores en las primeras y Ultimas muestras de la secuenciaregistrada. En
todo caso es recomendable tomar unas cuantas muestras méas antes y después del
intervalo detiempo deinterésy como severamas adel ante utilizar “ splines’ dequinto
grado, puesto que la hip6tesis de que |a cuarta derivada sea cero es mas probable.

Un “ spline natural” puede definirse como un polinomio atrozos asociado a
una serie de nodos seleccionados del gje de abcisas {x;}. Los polinomios de grado
menor oigual que (2m - 1) son continuosen losnodos a igual que sus derivadas hasta
el orden (2m - 2), mientras quelas derivadas de orden (m) hasta (2m - 2) seanulan en
los extremos (X, Y X,).

Asi que, dada una secuencia creciente de abcisas no necesariamente
equidistantes {x;: X;<X,<....<X,; n¥2m} con sus correspondientes ordenadas, cuyos
valores se deben gjustar a una curva Optimamente suave{y;}, con{w;} losfactores de
peso, el problema consiste en encontrar una funcion “spline natural” Sy(x), para un
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parametro de suavizado (p30) seleccionado adecuadamente, que minimizalafuncion
n ¥

C, :éwi{y - Sp(xi)}z +pd§mp(x)|2dx. Lafuncién “spline natural” S,(x), puede

exprle;arse como combinacion lineal en términos de la base de “B - splines” { B; (x):

n
j = 1...n}, como Sy(x)= é c,iBi(x), de modo que se fecilita e guste y la
diferenciacion. i=1

Asi que, para un factor de suavizado (p) debe encontrarse un 6ptimo entre
la suavidad del “ spline” y la calidad de ajuste de los datos, de modo que para g ustar
los datos que contienen "ruido”, €l problema mas importante, especial mente cuando
se tienen que calcular las magnitudes derivadas, es seleccionar adecuadamente el
parametro de suavizado (p). Al suponer quelosdatosestan “ contaminados’ con"ruido
blanco" de media cero y varianza (s?) no necesariamente conocida, setiene:

- Si lavarianza (s?) esconaocida, € error medio cuadrético tiene que ser muy parecido
n

alavarianza (Reinsch, 1967), o sea, R, :_1é Wi{yi - Sp(xi)} > @y esposble a
n:’>

=1
través de un proceso iterativo, ajustar €l parémetro de suavizado (p) hasta que (R;)
alcance un valor previamente elegido (Lyche et al., 1983)

- Si lavarianza(s?) no esconocida, € usuario tendriaquerecurrir al método de prueba
y error para encontrar un valor adecuado del factor de suavizado (p) a ojo.

Comoalternativaaeste planteamiento, sehademostrado (Cravenand Wahba,
1979) que:

- Si se conoce (s?) es preferible seleccionar € parametro de suavizado (p), de manera
gue, se minimice €l estimador "true predicted mean - squared error (MSE)" en los
puntos/datos

- Si (s?) no se conace, se puede elegir € pardmetro de suavizado (p) minimizando la
funcion conocidacomo " Generalized Cross - Validation (GCV)" (Craven and Wahba,
1979).

Dado que, tanto el "true predicted mean - squared error (MSE)" como la
("Generalized Cross - Validation" expresan relaciones no - lineales del paréametro de
suavizado (p), se requieren procesos iterativos para minimizar cada una de las
funciones objetivo paralos puntos dados y factores de peso. Para facilitar 1a g ecucion
de estos procesos iterativos, reduciendo € tiempo de cdlculo, varios autores
propusieron distintos algoritmos entre los cuales destaca por su eficacia el algoritmo
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“Generalized Cross - Vaidatory Spline (GCVSPL)" para € suavizado y la
diferenciacion desarrollado por Woltring (1986).

1.2

UVeloc. X (mn/s]

1809 2008 Jau 416 Saue
tiempo {s)

Figura. 3. Representacion gréfica de la componente en ladireccion deladianadela
velocidad de diferentes marcadores asociados al sistema tirador arma durante la
préctica de tiro olimpico.

El algoritmo "Generalized cross - validation" segin el criterio "true
predicted mean - squared error” sehautilizado (Gianikellis, 1996) para“ajustar” las
coordenadas espaciales de diferentes marcadores asociados al sistematirador - arma
en €l tiro olimpico, empleando polinomios de grado cinco, con excel entes resultados.
Al tratarse de un gesto cuasi - estético laeficienciade la técnica de gjuste es un factor
muy critico paralafiabilidad de los parametros cineméticos obtenidos. De este modo
se ha podido por primera vez determinar el orden de magnitud de las de pequefia
amplitud oscilaciones del sistematirador - armay lavelocidad con la que este oscila
(Fig. 3).

1.4. Técnicas basadas en € “filtrado digital” de |los datos posicién - tiempo (Winter,
1979).

Otra practica comun es el "filtrado digital” de los datos posicion - tiempo
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utilizandoun* filtro de Butterworth” desegundo orden, especialmente parasecuencias
de datos que corresponden a patrones de movimientos periodicos como la marcha
humana. De este modo, en primer lugar, se pretende mejorar larelacion “ sefial/ruido”
y acto seguido calcular las derivadas por diferenciasfinitas (Winter, 1979), aunque en
casos de secuencias de datos no periddicas esta operacion puede ser problemética.

Unfiltrodigital esun dispositivo selectivo defrecuencias, de modo que acepta
como entrada una secuencia E(t) de valores discretos equiespaciados y opera sobre
estos para producir en la salida otra secuencia de nimeros S(t) en una banda de
frecuencialimitada. Por consiguiente, €l "filtrado digital” consiste en eliminar cierta
partedel espectro de unafuncion que, normalmente, representael "ruido” quecontiene
lasefial, dgjando intacta la parte de la sefial que corresponde alos valores verdaderos
delamedida.

A modo de gjemplo, se considera laférmula de un filtro digital recursivo:
X (nt) = ApX(nt) +AX(nt- 1) +AX(nt - 2) +B,X (nt- t) +B,X nt - 2)

dondelasalida (coordenadasfiltradas) (X' (nt)) depende de unamaneraponderadade
los datos originales inmediatos (ApX (nt)) y anteriores (A, X (nt - t) + A,X (nt - 2t)),
y ademés delas anteriores salidas (B, X' (nt - t) + B,X' (nt - 2t)) (datosfiltrados). Las
constantes (A,..., B,) son los coeficientes del filtro que dependen del tipo 'y del orden
del filtro, la frecuencia de muestreo y la frecuencia de corte. (X) los datos de las
coordenadas originales y (nt) la enésima muestra, (nt - t) la muestra (n - 1), (nt - 2t)
lamuestra (n - 2).

Existen basicamente tres tipos de filtros segiin su funcion de transferencia.
Esdecir, el filtro paso bajo, €l filtro paso alto, €l filtro paso banda. Laideaesmejorar
larelacion "sefial/ ruido” analizando e contenido en frecuencia de sus espectros (Fig.
4).

Como se puede observar, 1o que es informacion respecto a fendmeno fisico
de interés (sefial) esta contenida en frecuencias bajas, mientras que, los errores
aleatorios ("ruido") corresponden a frecuencias altas y en una parte del espectro
coexisten ambas. El filtrado sirve para rechazar o atenuar selectivamente algunas
frecuencias. En este caso, setrata de un filtro paso bgjo que permite pasar intactas las
frecuencias bajas atenuando las frecuencias altas. De esta manera, mejoralarelacion
“sefial/ ruido" aungue se pierda una cantidad de informacion en frecuencias cercanas
alafrecuencia de corte (f,). Si laseleccion delafrecuenciade corte no escorrecta, la
medida, especialmente cuando no se conoce e contenido en frecuencia de la sefial
asociada a determinados patrones motores, puede verse seriamente comprometida.
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Figura4. a) Espectro en frecuencia de una sefial que consiste
en una parte que representa la informacion respecto a
fenémeno fisico y otra parte de atas frecuencias que
representa el "ruido". b) La respuesta en frecuencia de un
filtro paso bajo para atenuar el "ruido". ¢) El espectro de la
salida obtenido multiplicando laamplitud de laentrada por la
respuesta del filtro en cada frecuencia. Como se observa, €
ruido se atenlia sensiblemente, mientras que, la sefia sufre
unapequefiadistorsion alrededor delafrecuenciade corte (f,).
(Adaptado de Winter, 1990).

Lafrecuenciadecorte, enteoria, debe ser menor quelamitad delafrecuencia
de muestreo para evitar el "aliasing”, aungue lo ideal seria unaratio 1:4. Como
criterio en la seleccion de la frecuencia de corte se recomienda comparar la raiz del
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error medio cuadrético (RM SE) entre los datos originales y los obtenidos después del
filtrado en varias frecuencias de corte con la desviacion tipica obtenida por la
digitalizacion repetitiva del mismo punto anatomico. Cuanto menor es la diferencia
mejor es el filtrado, o sea, mas correcta es la seleccion de la frecuencia de corte
(Kerwin, 1988). Con d filtrado digital, los armonicos se desfasan en frecuencia, de
modo que, se requiere un filtrado en la direccion opuesta de |os datos, operacion que
aumenta el orden del filtro. Destacamos por Ultimo €l hecho de que los filtros
recursivos son mas rapidos pero introducen errores en los extremos de las secuencias
de datos, por lo tanto se tienen que tomar unas cuantas muestras mas.

1.5. Técnicas basadas en las series de Fourier (Hatze, 1981).

Este método consisteen transformar losdatos posicién - tiempo en €l dominio
delafrecuenciautilizando un algoritmo bien conocido como eslatransformadaréapida
de Fourier o (FFT) delasiniciales del término inglés Fast Fourier Transformation y
unavez reconstruidos|os datos posicion tiempo con latransformadainversade Fourier
hasta un determinado nimero de armonicos, calcular las derivadas (velocidad y
aceleracion). Las seriesde Fourier constituyen unaherramientamuy potente para €l
tratamiento de los datos que representan los fendmenos fisicos y su estudio en €
dominio de la frecuencia.

En el campo de laBiomecanica, varios autores han utilizado analisis Fourier
paradescribir lospatrones del movimiento humano atravésde unaserie de arménicos
determinando su contenido en frecuencia. Unavez conocido € nimero de armonicos
necesario parareconstruir con precision losdatos posicion - tiempo (lavarianzadelos
residuos se aproxima a un valor minimo preestablecido), se calculalavelocidad y la
aceleracioén. Por dltimo, antes de disefiar un filtro digital se utiliza andlisis Fourier
para conocer €l espectro en frecuencia de los datos posicion - tiempo y estimar la
frecuencia de corte del filtro.

Una sefial temporal x(t) puede ser caracterizada en el dominio de la

frecuencia. Si x(t) es periodica de periodo (T), 0 sea, [x(t) = x(t+T)], se
descompone en una serie de Fourier de infinitos términos trigonometricos,
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2 o€
, T2 PPkt &
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gue segun las propiedades de la exponencial complgjay de la paridad de las
funciones seno y coseno se puede escribir como:

¢
X jzk

Ea 1
)= dae Ty a=r

k=-¥

- j2pkt
(e T dt con k=0%1+2... Teniendo en

.
,\,‘_.Q,M\—i

cuenta las propiedades de las funciones trigonomeétricas, la funcion x(t) también
puede expresarse como una serie infinita de términos armonicos de frecuencias
mlltiples de la frecuencia fundamental (1/T) cada uno de ellos con amplitud Ay

fase (b) donde, A =ya’k +b% y b =arcty EﬂS de modo que, se pueda conocer
ea o

la estructura basica de estos armonicos y de qué manera se puede aproximar una

secuencia de datos periédicos por una combinacion ponderada de términos

armoni cos.

Latransformada de Fourier (TF) es una generalizacién de las series de Fourier que
permite la caracterizaciéon de funciones x(t) no periddicas en € dominio de la
frecuencia. ¥

Dada una funcion x(t) tal que, dy<(t)|2dt <¥ sedefine su transformada de Fourier

-¥Y ¥
X(f) = (‘)((t)e(-iZPf(t))dt
_Y ¥

transformacion inversa de Fourier, segin, x®)= O)X (f) @™ df  En la practica,
donde | as sefial es temporal es registradas no son céhtinuas sino muestreadas durante
un interval o detiempo, se obtiene una secuenciade valores (x,), paran = 0,1,....N -1.
Para estimar la transformada de Fourier de esta sefial a partir de sus valores
muestreados (x,), laintegral se sustituye por €l sumatorio
X, = Na xe N paran=0,12..N- 1. Esta ecuacién constituye la definicion de
k=0
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latransformada discreta de Fourier (TDF).
Asi pues, lasecuencia(X,) esla(TDF) delasecuencia(x,). Se define latransformada

inversa discreta de Fourier (TIDF) como la operacion
N-1  j2pkn
X, = é Xe N paran=0,1,2..N- 1 querecuperalos vaores (x,) originales. Laeficacia
k=0
de su aplicacion depende de dos factores fundamentales: la frecuencia de muestreo y
la truncacion de la sefial.

Lafrecuenciade muestreo esun factor critico enladigitalizacion deunasefia
continua para que no se distorsione la informacion que conlleva la sefial x(t) a
transformarse en una serie de valores discretos (x ).

El "teorema de muestreo” afirmaque s x(t) eslimitada en banda, o sea, X(f)
esnulaparafrecuencias (f) tales que|f| > f,..., lafuncion x(t) en cualquier punto puede
ser reconstruida a partir de sus vaores discretos (xk), si el muestreo se ha efectuado
con (Dt £1/2f ) 0 (1/Dt 3 2f..,,.), fijando de estamaneralafrecuenciadedigitalizacion
minima necesaria. Para un intervalo de muestreo dado (Dt), la frecuencia (fN:1/2Dt)
se conoce como frecuencia de Nyquist. Si el espectro de la sefial x(t) original tiene
componentes superiores a la frecuencia de Nyquist, tiene lugar € fenémeno que se
conoce como solapamiento o "aliasing”, es decir, “las componentes de la sefial que
corresponden a frecuencias superiores a (fN) se asignan en la TDF a frecuencias
inferiores, o sea dentro de la banda de Nyquist ( [f| < fN ), con la consiguiente
distorsién de la TDF". Por tanto, cuando a priori se desconoce €l contenido en
frecuenciadelasefial que sepretende muestrear, lasefial se muestreaaunafrecuencia
muy elevada con € fin de evitar el "aiasing". Otro problema practico que ocurre en
la aplicacion de la TDF, como consecuencia de la aplicacion de la ventana temporal,
es 1o que se conoce como error de truncacion o "leakage'. Por e teorema de
convolusion resulta que la transformada de Fourier de la sefial truncada es la
convolucion de la transformada de Fourier de la sefial propiamente dicha 'y de la
transformada de Fourier de la ventana temporal, que se tiene que elegir segin la
aplicacion concreta. El algoritmo transformada rapida de Fourier (FFT) minimiza el
tiempo de célculo necesario para la caracterizacion de sefialles muestreadas en el
dominio de la frecuencia al reducirse considerablemente el nimero de operaciones
algebraicas. De modo que se reduce tanto el tiempo de procesamiento de los datos
como loserrores numeéricosde redondeo delosval ores obtenidos. Laaplicacion directa
dela TDF requiere la gjecucion de (N) multiplicaciones del tipo (xnejz')“”’“‘) para cada
uno de los arménicos calculados, o sea, un total de (N?) productos. Mediante el
algoritmo de la FFT este nimero se reduce sensiblemente a (N x IogZN).
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2. Evaluacion comparativa de las técnicas de tratamiento de los datos posicion -
tiempo.

Laseleccion entrelas distintas técnicas de tratamiento delos datos posicion -
tiempo para mejorar la relacion “sefia - ruido” y calcular la primeray la segunda
derivada, debe hacerse bagjo las siguientes consideraciones:

. Con qué precisién la técnica de tratamiento puede predecir laprimeray la
segunda derivada de la sefial y el tiempo necesario para ejecutar €l
algoritmo utilizado

. S seopta por € “filtrado” la respuesta en frecuencia del filtro

. La seleccién del parametro de suavizado o de la frecuencia de corte para
un filtro Butterworth no debe basar se en apreciaciones subjetivas por parte
del usuario

. S sepretende “filtrar” datos no equiespaciados se utilizaran primero las
funciones “ spline” para interpolar los datos y obtener una secuencia de
valores preparados para filtrado digital o analisis Fourier

. El factor peso, que tiene que ver con la calidad de los datos registrados,
puede ser variable para distintos marcadores y/o coordenadas del mismo
mar cador

. Las funciones “ splines’ resultan ser muy (tiles cuando se requiere
sincronizar sefiales procedentes de distintos sistemas de medida como por
ejemplo sincronizar las medidas de un sistema optoelectrénico con las de
una plataforma de fuerzas

. Cuando se utilizan sistemas de medida que muestrean los marcadores
secuencialmente por varios canales (multiplexado en el tiempo) se utilizan
funciones “ spline” para conocer las coordenadas de los marcadores en el
mismo instante

Obviamente, lasfunciones* spline” tienen propiedades que las convierten en
herramientas muy potentes para el tratamiento de los datos posicién - tiempo en €l
campo de la Biomecanica.

Trabajos realizados con el objetivo de valorar |a eficacia de las distintas
técnicas de tratamiento de datos utilizando como criterio €l error cometido en €
calculo delasegunda derivada (Challis and Kerwin 1988; Tsirakos et al., 1995), han
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demostrado que, entre las distintas técnicas de tratamiento de los datos posicion -
tiempo, latécnica“Cross - Validated Quintic Splines’ segiin €l criterio “true mean -
squared predicted error” da excelentes resultados respecto a la calidad del gjuste
siempre que € nimero de muestras sea suficiente (>50).

En otro estudio realizado con el objetivo de evaluar la calidad de la misma
técnica de gjuste de los datos posicién - tiempo, a través de simulacion de errores, se
ha confirmado su excelente comportamiento alin en patrones de movimiento cuasi -
estéticos, puesto que los errores respecto ala posicion no superan € 3%y respecto a
lavelocidad de los marcadores no superan €l 10% del rango medio de su movimiento
real (Gianikellis, 1996).

De modo que se justifica € cada vez mayor uso de esta técnica en €
tratami ento delos datos posicién - tiempo en el campo dela Biomecanica, puesto que:

. No exige datos equiespaciados en el dominio del tiempo

. El suavizado y la diferenciacién se llevan a cabo por la misma técnica,
mientras que con € filtrado al no tener los datos de una forma analitica,
las derivadas se calculan aparte

. No es necesario conocer €l error en los datos originales, dado que, €
parametro de suavizado se selecciona automati camente

. Presenta mayor precision respecto a las otras técnicas mas comunes y la
gjecucion de los algoritmos es mas rapida.
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